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Аннотация. Рассматривается задача одновременного 
управления группой роботов. Для каждого робота за-
даны начальная и конечная точки пути. Особенность 
заключается в том, что прямолинейное движение ро-
ботов из начальной точки в конечную невозможно из-
за наличия препятствий. Предполагается, что препят-
ствия имеют круговую форму. Наличие препятствий 
делает весьма проблематичным использование клас-
сических методов синтеза оптимального управления 
или математического программирования в силу не-
выпуклости области допустимых траекторий роботов. 
В основе предлагаемого подхода лежит разделение 
искомых траекторий роботов на отдельные участки, 
на каждом из которых нет препятствий. Поиск раз-
личных вариантов таких траекторий базируется на 
теории графов, а движение на каждом из участков без 
препятствий сводится к задаче синтеза оптимального 
быстродействия с фазовыми ограничениями. Кроме 
того, предлагается алгоритм, исключающий возмож-
ность столкновения роботов во время движения. 
 

Abstract. The problem of simultaneous control of robots 
group is considered. For each of robots the start and end 
points of the path are set. Feature the problem is that it is 
impossible to move robots in a straight line from the start-
ing point to the end point due to the presence of obstacles. 
It is assumed that obstacles have a circular shape. The 
presence of obstacles makes it very problematic the use 
of classical methods of optimal control synthesis or math-
ematical programming due to non-convexity region of 
admissible trajectories of the robots. The proposed ap-
proach is based on is the segregation of the desired trajec-
tories of robots in certain areas each of which has no ob-
stacles. Search for different options such as the trajectory 
is based on graph theory, and the movement on each of 
the sections without obstacles it is reduced to the problem 
of optimal control synthesizing with phase restrictions. In 
addition, an algorithm, eliminates the possibility of robots 
colliding while driving is proposed. 
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Рассмотрим задачу управления группой из K  роботов, для каждого из которых заданы 

начальная точка траектории 0kx  и конечная точка *
kx , 1,k K∈ , где k  – индекс робота. Предполага-

ется также, что роботы начинают движение одновременно. Пусть на плоскости заданы круговые 
препятствия так, что траектории движения роботов, которыми предстоит управлять, не должны 
иметь общих точек с этими кругами. Круговые препятствия заданы координатами своих центров 

( )1, 2,,j j jC x x  и длинами радиусов jr , 1,j J∈ . Целью управления является минимизация времени, за-

трачиваемого каждым роботом на перемещение из точки 0kx  в точку *
kx  (рис. 1). 

Традиционным подходом к решению этой задачи является использование методов оптималь-
ного управления, основанных на принципе максимума Л. С. Понтрягина (см., например, работы  
[1, 2], а также [3–5]). В этом случае поведение роботов описывается дифференциальными уравнени-
ями второго порядка  

 ( ), ,k k k kx f x x u=  , 1,k K∈ , (1) 

где ( )k ku u t=  – действительный управляющий параметр, подчиненный условию 

 ( ) ,ku u t u− +≤ ≤  (2) 
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а 2( )kx t ∈ . Условие непересечения траекторий роботов ( )kx t  с круговыми областями препятствий 
означает, что для любого t  должны выполняться неравенства 

 ( )k j jx t C r− > , 1,k K∈ , 1,j J∈ . (3) 
 

 
Рис. 1. Круговые препятствия 

 
Эти условия означают невыпуклость области допустимых траекторий роботов, в силу чего ис-

пользование методов оптимального управления, как и методов математического программирования 
(см., например, [6–9]) становится весьма проблематичным. Известны и некоторые эвристические 
подходы ([10, 11]).  

Предлагаемые результаты основаны на известной теории синтеза оптимальных управлений  
в нелинейных системах второго порядка (см., например, [2]), а также на методе построения крат-
чайшего пути на связном ориентированном плоском графе [12]. В частности, предлагаемый подход 
является некоторой модификацией предложенного в работе [13] метода и заключается в следующем. 

Окружности, являющиеся границами круговых препятствий, снабжаются некоторыми точка-
ми, объявляемыми вершинами iν , 1,i n∈  связного ориентированного графа ( ),S VΓ , где { }iV = ν  – 

множество вершин графа, а { }i jS s=  – множество ребер , 1,i j n∈ . Длина ребра i js S∈  определяется 

временем прохождения робота от вершины iν  к вершине jν , причем в качестве времени берется 
решение задачи оптимального быстродействия. 

В фазовых координатах 1x x=  и 2x x=   уравнение (1) для каждого 1,k K∈  записывается в ви-
де нормальной системы (индекс робота временно опускаем)  

1 2,x x=  

( )1 2
2 , ,x f x x u= .   (4) 

Мы ограничимся рассмотрением линейного случая, когда x u= . При этом предполагается, что 
на отрезке ,i j ν ν  , где рассматривается задача синтеза оптимального управления, нет препятствий. 

В противном случае мы считаем, что длина ребра графа i js = +∞ . Кроме того, будем предполагать, 

что в точке iν  объект начинает движение с линейной скоростью, а в конечную точку jν  должен 
прибыть со скоростью 2 0jx q= ≥ . В этих условиях, как это следует из работы [2], управляемый 
объект относится к классу неосциллирующих, принцип максимума оказывается не только необхо-
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димым, но и достаточным условием оптимальности, и, кроме того, справедлива следующая лемма 
[2, с. 282]. 

 
Лемма 1 Каждое оптимальное по быстродействию управление, осуществляющее переход из 

любой начальной точки в любую конечную точку, принимает только значения ( )u t u−=  либо 
( )u t u+=  и имеет не более одного переключения.  

 
В связи с леммой 1 уместно сделать одно важное замечание. Утверждение леммы о числе пе-

реключений управления сделано при отсутствии какого-либо ограничения сверху на 1x . Вместе с 
тем очевидно, что если имеет место ограничение 1 ˆx q≤ , то в зависимости от значения u+  и длины 
пути i js  возможны одно или два переключения со значениями управления u+ , 0  , u− . 

Обратимся к вопросу о назначении вешин графа. Естественным требованием при построении 
траектории движения робота является ее гладкость (дифференцируемость) на всем протяжении. Это 
означает, что обход роботом кругового препятствия должен начинаться и заканчиваться в точках 
касания к окружностям, являющимся границами препятствий (рис. 2). В число вершин (помимо то-
чек касания) естественно включить заданные начальную 0 0k kxν =  и конечную *

k n kxν =  точки траек-

тории, где 1,k K= . 
 

 
Рис. 2. Определение вершин графа 

 
Пусть ( )01 02,A x x  – произвольная точка плоскости, а ( )1 2,j jC x x  – заданная точка, являющаяся 

центром j-го кругового препятствия. Тогда очевидно, что координаты точек B  и D  являются реше-
ниями нелинейной системы уравнений  

( )( ) ( )( )01 1 1 1 02 2 2 2 0j jx x x x x x x x− − + − − = , 

( ) ( )2 2 2
1 1 2 2j j jx x x x r− + − = ,   (5) 

где jr  – радиус j -го кругового препятствия. 
С помощью несложных преобразований легко установить, что решениями системы (5) явля-

ютя точки ( )1 2,x x , где в случае, когда 02 2jx x≠ , компонента 1x  является решением квадратного 

уравнения 2 0ax bx c+ + =  при  

( ) ( )2 2
01 1 02 2j ja x x x x= − + − , 

( ) ( ) ( )( )2
1 02 2 01 1 2 01 1 02 22 2 2j j j j j jb x x x x x x x x x x= − − − ω − + − − , 
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( ) ( )22
02 2 2 02 22j j jc x x x x x=ω −τ − − ω − , 

2 2 2
1 2j j jr x xτ = − − , 

01 1 02 2j jx x x xω= τ+ + . 

Наконец, если 02 2jx x= , то 1x  вычисляется по формуле 1
01 1j

x
x x

ω=
−

, а значение компоненты 

2x  получаем из второго уравнения системы (5). 
Теперь рассмотрим построение касательных к двум кругам (рис. 3).  
 

  
Рис. 3. Касательные к препятствиям 

 
Очевидно, что из подобия следует, что точка А является единственной точкой пересечения ка-

сательных и прямой, соединяющей центры кругов. Следовательно, можно вычислить координаты 
точки А, после чего задача сводится к рассмотренной выше. 

Таким образом, любая траектория любого робота представляет собой последовательность 
участков, часть которых является прямолинейными участками между двумя вершинами графа без 
препятствий, а другая – участками движения с постоянной скоростью по дуге окружности. Для лю-
бого робота такие траектории образуют некоторое конечное множество, из которого может быть 
сделан выбор с целью минимизации времени движения. С этой целью воспользуемся алгоритмом 
Дейкстры [12] построения кратчайшего пути на графе. 

Наконец, обратимся к проблеме безаварийности управления роботами. Оптимальные с точки 
зрения быстродействия маршруты роботов могут получиться таковыми, что некоторые из них ока-
жутся в некоторой малой окрестности одной и тойже точки в тот или иной момент времени, т.е. 

( ) ( )k px t x t− ≤ ε  для некоторого t и некоторого заданного малого значения 0ε > . Это означает, что 
в модель управления необходимо включить условия  

 ( ) ( )k px t x t− > ε  (6) 

для любого t  и любых k  и p . 
Предположим, что в некоторый момент 0τ >  условие (6) нарушается (рис. 4) для k-го и p-го 

роботов, причем k-й робот преодолевает первый прямолинейный участок трассы с двумя переключе-
ниями (случай одного переключения исследуется аналогично). Следовательно, робот достигает скоро-

сти q  за время 0
qt

u+=
 . Если предположить, что робот начинает движение с ускорением ,u u+<   

то он достигнет скорости за время 1
qt
u

=



. Пусть начиная с этого момента времени робот сохраняет 

все пераметры своей траектории. Тогда к моменту 1t  разница в пройденном расстоянии составит  

( )
2 2
0 1

1 02 2
u t utS q t t
+

Δ = + − −
 , 
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следовательно, на эту же величину увеличится расстояние между роботами в момент τ . Таким об-
разом, по условию безаварийности требуется, чтобы SΔ ≥ ε . Отсюда после несложных преобразова-
ний получаем, что условие (6) будет выполнено, если для [ ]10,t t∈  и только на этом участке траек-

тории робота в качестве управления взять 
2

2
2 u qu

u q

+

+

ε +=



. 

 

 
Рис. 4. Оптимальные траектории роботов 
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